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Абстракт. Рассматриваются колебательные системы с жидкими демпферами, где 

движение описывается обыкновенным линейным дифференциальным уравнением 

дробного производного в подчиненном члене. Принимая дробное производное 

рациональным числом, с помощью шагом его знаменателя  исходное операторное 

уравнение впервые сводится к нормальной системе из  дифференциальных 

уравнений подобно классическому случаю. Показывается, что общее решение 

полученной системы зависит от произвольных постоянных, которые 

определяются с помощью заданных  периодических граничных условий. 

Результаты иллюстрируются построением периодических решений для одного 

простого уравнения дробного порядка. 
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1. Введение:  

В последнее время много внимания уделяется 

решениюдифференциальных уравнений дробного порядка  [1-7, 10, 12, 14-

16] из за того, что они более  адекватно описывают математическую 

модель для разных конкретных практических задач из нефтяной 

промышленности [7], для добычи нефти, разных проблем 

металлургической индустрии [17]. 

 В основном в этих работах математические модели 

соответствующих задач опираются на уравнения колебательных систем с 

жидкими демпферами, описывающие движение операторным 

дифференциальным уравнением дробного порядка с подчиненным 

членом. Исследование этих уравнений в общем случае сводится к 

уравнению вещественного порядка, которое в работах [3, 6, 810], 

приближенно сводится с достаточной точностью к уравнению с 

рациональным порядком. Возникают вопросы: нельзя ли используя 

свойства рациональности порядка производное свестисистему уравнений к 

нормальному  виду [9] и  далее использовать идеи классических подходов 

для исследования соответствующих математических моделей, т.е. 

mailto:f_aliev@yahoo.com


PROCEEDINGS Of  IAM, V.9, N.2, 2020 

141 
 

рассматривать построение программных траекторий и управлений, 

регуляторов, около соответствующих траекторий и управлений, 

определение порядкадробных производных и т.п. 

 В данной работе исследуется операторное дифференциальное 

уравнение рационального дробного порядка в подчиненном члене,которое  

описывает колебательные системы с жидкими демпферами. Принимая 

дробный порядок в виде 
𝑝

𝑞
  (𝑝  и  𝑞 -натуральные числа) с шагом  

1

𝑞
 

исходное уравнение сводится к нормальной системе из 2𝑞уравнений, 

решения которых зависят от 2𝑞 произвольных постоянных,  определяемых 

из заданных 2𝑞 периодических граничный условий. Отметим, что эту 

схему можно развивать для любого линейного граничного условия общего 

вида. Результаты иллюстрируются для конкретных примеров нахождения 

периодических решений. 

   

2. Постановка задачи 

     Пусть имеется уравнение 

                       𝑦′′(𝑡) + 𝑎𝐷𝛼𝑦(𝑡) + 𝑏𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡𝜖(𝑡0, 𝑇),                            (1) 

описывающее движение колебательных систем с жидкими демпферами [4, 

7,  10], где коэффициенты 𝑎, 𝑏вещественные постоянные числа, 

𝑡0 > 0, 𝑓(𝑡) −заданная вещественная  непрерывная функция. 

 Рассмотрим следующие граничные условия 

𝑦(𝑡0) = 𝑦(𝑇),    𝑦
′(𝑡0) = 𝑦

′(𝑇),(2) 

т.е периодические граничные условия.Задачaсостоит в нахождении 

решения граничной  задачи  (1),(2). 

3. Сведение задачи (1), (2) к системе нормального вида 

Пусть в (1) 𝛼 =
𝑃

𝑞
∈ (1,2),где    𝑝  и   𝑞   натуральные числа. Тогда в 

(1) произведем  следующее преобразование: 

𝑦(𝑡) = 𝑧1(𝑡), 

𝐷
1
𝑞⁄ 𝑦(𝑡) = 𝐷

1
𝑞⁄ 𝑧1(𝑡) = 𝑧2(𝑡)                   ,        

𝐷
2
𝑞⁄ 𝑦(𝑡) = 𝐷

2
𝑞⁄ 𝑧1(𝑡) = 𝐷

1
𝑞⁄ 𝑧2(𝑡) = 𝑧3(𝑡), 

⋮       ⋮           ⋮        ⋮           ⋮ 

                      𝐷
𝑝−1

𝑞 𝑦(𝑡) = 𝐷
𝑝−1

𝑞 𝑧1(𝑡) = ⋯ = 𝐷
1

𝑞𝑧𝑝−1(𝑡) = 𝑧𝑝(𝑡),                    (3) 

⋮               ⋮              ⋮             ⋮ 

 𝐷
2𝑞−1

𝑞 𝑦(𝑡) = 𝐷
2𝑞−1

𝑞 𝑧1(𝑡) = ⋯ = 𝐷
1
𝑞⁄ 𝑧2𝑞−1(𝑡) = 𝑧2𝑞(𝑡), 
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𝑦(𝑡)
′′ = 𝐷

2𝑞

𝑞 𝑦(𝑡) = 𝐷
2𝑞

𝑞 𝑧1(𝑡) = ⋯ = 𝐷
1
𝑞⁄ 𝑧2𝑞(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑎 𝑧𝑝+1(𝑡) − 𝑏 𝑧1(𝑡), 

который в матричном виде представляется следующим образом: 

𝐷
1
𝑞⁄ 𝑧(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) + 𝐵(𝑡),                                                                         (4) 

где  

𝑧(𝑡) =

[
 
 
 
 
 
𝑧1(𝑡)

𝑧2(𝑡)
⋮

𝑧𝑝+1(𝑡)

⋮
𝑧2𝑞(𝑡) ]

 
 
 
 
 

,  A=

[
 
 
 
   0 1 0 . . . 0⏞       . . .0 0

𝑃+1

  0 0 1 . . . 0. .    0 0
   0 0 0 . . . 0. . .  0 1
−𝑏 0 0 . . −𝑎. .  0 0 ]

 
 
 
 

, 𝐵(𝑡) =

[
 
 
 
 
0
0
.
.

𝑓(𝑡)]
 
 
 
 

,                     (5) 

c  периодическими граничными условиями [11]: 

𝑧(𝑡0) = 𝑧(𝑇).                                                 (6) 

Отметим, что граничные условия (6) содержат у себя и граничные условия 

(2). Теперь докажем, что поставленная граничная задача (4),(6) корректно,  

из за того что общее решение системы(4)содержит произвольный 

постоянный вектор размерности 2𝑞. 

4. Исследование решения граничной задачи (4), (6). 

Решение системы (4) будем искать в виде сдвинутой функция 

Миттага-Леффлере с неизвестными коэффициентами 

𝑧(𝑡) = ∑ 𝑧𝑘
𝑡
−1+

𝑘
𝑞

(−1+
𝑘

𝑞
)!

∞
𝑘=1 ,                                        (7) 

где коэффициенты 𝑧𝑘 неизвестные постоянные векторы. Вычислим 

производные порядка 
1

𝑞
[1,2]: 

𝐷
1
𝑞⁄ 𝑧(𝑡) = ∑ 𝑧𝑘

𝑡
−1+

𝑘−1
𝑞

(−1+
𝑘−1

𝑞
)!

∞
𝑘=1 .                               (8) 

Принимая обозначение𝑘 − 1 = 𝑚,  тогда из (8) имеем: 

𝐷
1
𝑞⁄ 𝑧(𝑡) = ∑ 𝑧𝑚+1

𝑡
−1+

𝑚
𝑞

(−1+
𝑚

𝑞
)!
= 𝑧1

𝑡−1

(−1)!
+ ∑ 𝑧𝑚+1

𝑡
−1+

𝑚
𝑞

(−1+
𝑚

𝑞
)!

∞
𝑚=1

∞
𝑚=0   .                  (9) 
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Как видно из [14], 𝑡
−1

−1!⁄ = 𝛿(𝑡) и учитывая, что  𝑡 > 𝑡0 > 0, 𝛿(𝑡) =0. 

Поэтому в (9) первое слагаемое равняется нулю. Далее подставляя (9) и (7) 

в (4),получим: 

∑ 𝑧𝑚+1
𝑡
−1+

𝑚
𝑞

(−1+
𝑚

𝑞
)!
= 𝐴∑ 𝑧𝑚

𝑡
−1+

𝑚
𝑞

(−1+
𝑚

𝑞
)!
++∑ 𝐵𝑚

𝑡
−1+

𝑚
𝑞

(−1+
𝑚

𝑞
)!

∞
𝑚=1

∞
𝑚=1

∞
𝑚=1   ,               (10) 

где заданный вектор функции 𝐵(𝑡) был представлен в виде ряда Миттага-

Леффлера: 

𝐵(𝑡) = ∑ 𝐵𝑚
𝑡
−1+

𝑚
𝑞

(−1+
𝑚

𝑞
)!

∞
𝑚=1  .                                                       (11) 

Как видно из(10) функция 
𝑡
−1+

𝑚
𝑞

(−1+
𝑚

𝑞
)!
при различных m является линейно не 

зависимыми функциями: поэтому из (10) получим 

𝑧𝑚+1 = 𝐴  𝑧𝑚 + 𝐵𝑚 , при 𝑚 ≥ 1 .                                 (12) 

При m=1,2 …из (12) имеет: 

𝑧2 = 𝐴𝑧1 +𝐵1, 

                    𝑧3 = 𝐴𝑧2 + 𝐵2 = 𝐴(𝐴𝑧1 + 𝐵1) + 𝐵2 = 𝐴
2𝑧1 + 𝐴𝐵1 + 𝐵2 , 

⋮         ⋮         ⋮         ⋮       ⋮     ⋮      ⋮        ⋮ 

                            𝑧𝑚 = 𝐴
𝑚−1𝑧1 + ∑ 𝐴𝑚−1−𝑘𝐵𝑘

𝑚−1
𝑘=1 ,   𝑚 ≥ 2.                     (13) 

Итак получено общее решение системы (4) в виде (7), где коэффициенты 

𝑧𝑘определены в (13) через неизвестный постоянный вектор 𝑧1 размерности 

2q постоянных, а эти постоянные могут определены с помощью 

граничных условий (6). 

 Таким образом общее решение системы (4) имеет следующей вид 

[3-8,11,15]: 

        𝑧(𝑡) = ∑ [𝐴𝑘−1𝑧1 + ∑ 𝐴𝑘−1−𝑆𝐵𝑆
𝑘−1
𝑆=1 ]

𝑡
−1+

𝑘
𝑞

(−1+
𝑘

𝑞
)!

∞
𝑘=1   ,             (14) 

где неизвестный постоянный вектор  𝑧1 определяется из соответствующих 

граничных условий. 
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5. Метод построения периодических решений граничных задач (4)-(6). 

 Подставляя общее решение (14) в граничное условие (6) имеем 

𝑧(𝑡0) = ∑ [𝐴𝑘−1𝑧1 +∑𝐴𝑘−1−𝑆𝐵𝑆

𝑘−1

𝑆=1

]
𝑡0
−1+

𝑘

𝑞

(−1 +
𝑘

𝑞
) !

∞

𝑘=1

= 

= ∑ (𝐴𝑘−1𝑧1 + ∑ 𝐴𝑘−1−𝑆𝐵𝑆
𝑘−1
𝑆=1 )

𝑇
−1+

𝑘
𝑞

(−1+
𝑘

𝑞
)!
= 𝑧(𝑇)∞

𝑘=1 .                    (15) 

 Группируя полученное уравнение относительно 𝑧1 находим 

∑ 𝐴𝑘−1(
𝑡0

−1+
𝑘
𝑞
−𝑇

−1+
𝑘
𝑞

(−1+
𝑘

𝑞
)!

)∞
𝑘=1 𝑧1 = ∑ ∑ 𝐴𝑘−1−𝑠𝐵𝑠

𝑘−1
𝑠=1

∞
𝑘=1

   𝑇
−1+

𝑘
𝑞−𝑡0

−1+
𝑘
𝑞

(−1+
𝑘

𝑞
)!

.       (16) 

Предположим, что в левой части уравнения (16) коэффициент 𝑧1является 

не вырожденным,т.е.   

det∑ 𝐴𝑘−1
𝑡0

−1+
𝑘
𝑞
−𝑇

−1+
𝑘
𝑞

(−1+
𝑘

𝑞
)!

∞
𝑘=1 ≠ 0  .                                  (17) 

Тогда из (16)для  𝑧1 получим следующее соотношение 

𝑧1 = [∑ 𝐴𝑘−1
𝑡0

−1+
𝑘
𝑞
−𝑇

−1+
𝑘
𝑞

(−1+
𝑘

𝑞
)!

∞
𝑘=1 ]

−1

[∑ ∑ 𝐴𝑘−1−𝑠𝐵𝑠
   𝑇

−1+
𝑘
𝑞−𝑡0

−1+
𝑘
𝑞

(−1+
𝑘

𝑞
)!

𝑘−1
𝑠=1

∞
𝑘=1 ].     (18) 

Подставляя z1 из (18) в общее решение системы (4),данное в (14) получаем 

периодическое решение граничной задачи (4)-(6) в виде 

𝑧(𝑡) = ∑

{
 

 
𝐴𝑘−1 [∑𝐴𝑙−1

𝑡0
−1+

𝑙

𝑞 −  𝑇
−1+

𝑙

𝑞

(−1 +
𝑙

𝑞
) !

∞

𝑙=1

]

−1

×

∝

𝑘=1

 

[∑ ∑ 𝐴𝑙−1−𝑠𝐵𝑠
𝑇
−1+

𝑙 
𝑞 − 𝑡0

−1+
𝑙
𝑞

(−1+
𝑙

𝑞
)!

𝑙−1
𝑠=1

∞
𝑙=1 ] + ∑ 𝐴𝑘−1−𝑠𝑘−1

𝑠=1 𝐵𝑠}
𝑡
−1+

𝑘
𝑞

(−1+
𝑘

𝑞
)!

.               (19) 

Этим установим следующее. 
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Теорема: При заданных  A и Bв виде(5), и условия (17) существует 

периодическое решение граничной задачи (4)-(6) представимoе в виде 

(19). 

Пример. 

Пусть уравнение имеет (1) вид: 

𝐷
1
2⁄ 𝑦(𝑡) = 1,   𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇),                                             (20) 

и имеет периодическое граничное условие 

𝑦(𝑡0) = 𝑦(𝑇).                                                                  (21) 

Тогда общее решение однородного уравнения 

𝐷
1
2⁄ 𝑦(𝑡) = 0,                                                                   (22) 

имеет вид: 

𝑦0(𝑡) = 𝐶
𝑡
−
1
2

(−
1

2
)!
,                                                          (23) 

гдеС- произвольное постоянное, а одно из частных решений 

неоднородного уравнения (20) имеет вид:                              

𝑦1(𝑡) =
𝑡
1
2

1

2
!
  .                                                           (24) 

Таким образом общее решение уравнения (20) имеет вид (7),(14):  

𝑦(𝑡) = 𝐶
𝑡
−
1
2

(−
1

2
)!
+
𝑡
1
2

1

2
!
.                                                  (25) 

Для определения постоянногоС подставляем (25) в (21), тогдаполучаем 

𝐶
𝑡0
−
1
2

(−
1

2
)!
+
𝑡0
1
2

1

2
!
= 𝐶

𝑇
−
1
2

(−
1

2
)!
+
𝑇
1
2

1

2
!
, 

из которого С определяется в виде: 

𝐶 =
(−
1

2
)!

1

2
!
∙
𝑇
1
2−𝑡0

1
2

𝑡0
−
1
2−𝑇

−
1
2

.                                                  (26) 
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Подставляя  (26) в (25), периодические решения граничной задачи (20), 

(21) получаем в виде 

𝑦(𝑡) =
√
𝑇

𝑡
−√

𝑡0
𝑡
+√

𝑡

𝑡0
−√

𝑡

𝑇

(𝑡0
−
1
2−𝑇

−
1
2)∙
1

2
!

.                                         (27) 

Из (27) легко показать что 

𝑦(𝑡0) =
√
𝑇

𝑡0
−√

𝑡0

𝑇

(𝑡0
−
1

2 − 𝑇−
1

2) ∙
1

2
!

= 𝑦(𝑇), 

т.е. решение (27) задачи (20),(21) является периодической. 
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ABSTRACT 

 In the paper oscillatory systems with liquid dampers are considered, where the motion 

is described by an ordinary linear differential equation of the fractional derivative in the 

subordinate term. Taking the fractional derivative as a rational number, by means of its 

denominator with a step, the original operator equation for the first time is reduced to 

the normal system of differential equations similar to the classical case. It is shown that 

the general solution of the obtained system depends on arbitrary constants, which are 

determined using the given periodic boundary conditions. The results are illustrated by 

constructing periodic solutions for one simple fractional-order equation. 
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